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Propriedades dos Estimadores:
Exercicios

Estimador Centrado, Eficiente e Convergente



Exercicio Suplementar que néo consta
do livro Murteira et al (2015)

1. Suponha que uma variavel aleatéria X representa o nimero de avarias de um dispositivo durante um
periodo de tempo e que obedece a uma lei de Poisson de parametro A desconhecido. Para este parametro
foram sugeridos dois estimadores:

= Xi+...+X,
n 2
a) Compare-o0s quanto ao enviesamento.
b) Deduza a variancia para cada um deles.
¢) Qual dos dois estimadores é mais eficiente? Justifique a sua escolha.
robabilidadesEstatistica_2019 (uevora.pt)

d) Estude os dois estimadores quanto a consisténcia.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio 1 a): Estimadores Centrados

Se X ~P(A),entaio E(X) = Var(X) = A.
Se X;,X,, ..., X, € uma a. a. duma dada populagdo X ~ P(4), entdao X; ~P(4),i =1, ...,n.

a) E(A) =E(X1+X2:'"+X“) =%E(X1+X2 + o+ Xy) =%(E(X1)+E(Xz)+---+E(Xn))
=1(,1+,1+---+,1)=1na=/1.
n n
3 X +X,\ 1 1
E(it)zE( ! > )=E(E(X1)+E(Xn))=§(/1+/l):/1.

Portanto, ambos os estimadores sdo centrados.

VALOR ESPERADO, MOMENTOS E PARAMETROS
Var(X) = E(X —u)* = E(X*)~pi*;

Formulario

_ Cov(X.Y)

Cov( X, ¥) = EX(X = WY = gty )} = E(XY) = E(X)E(Y) Pay ==

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y) € Var(aX +bY) =a’Var(X)+b"Var(¥Y)+2abCov(X,Y) com a, b constantes


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio 1 h): Variancias dos Estimadores

X1 +X2 + “'+Xn)
n

b) Var(1) = Var(

1 1
= ;Var(Xl + X, + -+ X,) = ?(Var[Xl] + Var[X,] + -+ Var[X,])

indep.
-l an=tm=?
=zl )=mm=n

X1 + Xy, 1 1 A
L ) i 7 (Var(Xl) + Var(Xn)) =7 A+A)= >
indep.

Var(1) = Var( >

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio 1 ¢): Eficiéncia

c) Sen=1, Var(1) > Var(1) - 1 émais eficiente do que 4;
Sen =2, Var(1) = Var(1) - 1é tio eficiente como 1;
Sen > 2, Var(1) < Var(1) —» 1é mais eficiente do que i

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio 1 d): Consisténcia

d) A é um estimador consistente, pois E(1) = 1 e Var(1) = % — 0, quando n — oo.

A ndo é um estimador consistente: E(1) = A mas Var(1) = 'zl seja qual for o valor de n.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio Suplementar que néo consta

do livro Murteira et al (2015)

Exercicio 6.4 [Estimadores, erro quadratico médio, eficiéncia relativa.]

Se (X, X3, X3) constitui uma amostra aleatoria de dimensdo 3 extraida de uma populacao normal com valor

esperado y e variancia o2, qual a eficiéncia de i (X7 +2X> + X3) relativamente a X?




Exercicio 6.4: Eficiencia

* V.a. de interesse
X~ Normal[,u,az}

* Amostra aleatéria
X = (X3, X2, X3) é a.a. de dimensao 3 proveniente da populacdo X, donde X; ~;; 4 X,i=1,2,3.

* Parametro desconhecido a estimar
u=E(X)

= Estimador de u = E(X)
X=3Y3,% [média da a.a. X]

* Erro quadritico médio de X

V(X) + [bias, (X))
= V(X) + [EX) - p]?
HrwaX 2D 4 1B - EOP

V(X)

EQM,(X)

Slides Professora Sofia Naique '



Exercicio 6.4: Eficiencia

¢ Qutro estimador de y = E(X)
T=1(X;+2X;+Xy)

* Erro quadritico médio de T

EQM,,(T) V(T) + [biasu(T)]?

V(T) + [E(T) - p)?
2
= Vv %(X1+2X2+X3)]+{E[%{X1+2X2+X3)l—E(X)}

1 1 2
§[V(X1}+4V(X2J+V(X3]]+{Z[E(X1)+2E{X21+E(X3}]—E(X)}
: 1 1 2
=7 pUrarDVO+ Iz(l +2+ I)E(X]—E(X]l

3
= v
8 (X)
30
8

Slides Professora Sofia Naique



Exercicio 6.4: Eficiencia

* Eficiéncia do estimador T = 1 (X; +2X) + X3) relativamente a X

_ EQM,(X)
en(T,X) = Qi“'
EQM(T)
2
- 3
- 302
8
_ 8
9
¢ Comentdrio
Tendo em conta que

eu(T,X) = g <1,
ie.,
EQM,(X) < EQMy(T),

pode afirmar-se que T = 1 (X; +2X;+ X3) é um estimador menos eficiente que X no que respeita a estimaga
de p = E(X).

Slides Professora Sofia Naique



Exercicio Suplementar que néo consta

do livro Murteira et al (2015)

1*) Sendo Xj,..., X, ¢ uma amostra aleatoria de uma U(0,6).

a) Encontre o estimador pelo método dos momentos de € e o seu EQM.




Exercicio 1 a): Método dos Momentos e EQM

e UNIFORME (CONTINUA) X ~U(a, B), (a < f3)

f(xla )= £ =228 var(x) -

(B-2)’ .| Formulario

12

a<x<p |

Dado que E(X) = g e o primeiro momento amostral ¢ m; = X, temos que pelo
método dos momentos,

Sabendo que o EQM de um estimador 6 de um parametro 6 ¢ definido como
EQM(0) = Var(d) + (E(d) — )%,

e dado que Var(X) = f—;, temos que para 6,,,, = 2X o EQM ¢ dado por,

_ " ) 2nf
E(2X) = 22*=;]E(X‘) -2y

Vies(2X) =E(2X) -0 =6 —6 =0,
AV Var(X;)  4nl 6

7

Var(2X) =

n? n? 3n’ Exercicios sobre EQM,ENVUM,IF e LICR.pdf
EQM(2X) = Var(2X) + (Vies(2X))? = Var(2X) = —.



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/ISEG_2023-24/EstatÃ­stica2_LG_ISEG_2023-24/Apoio_Est2_LG_2023-24/ExercÃ­cios%20sobre%20EQM,ENVUM,IF%20e%20LICR.pdf

2. Pretende-se ter uma ideia da densidade do trifego em certo local, entre as 8 e as 9
horas. Sabe-se que o nimero de veiculos que af passam durante esse periodo segue
um processo de Poisson. Fizeram-se as seguintes 9 observagdes casuais:

(95, 100, 80, 70, 110, 98, 97, 90, 70).

a) Obtenha o estimador e a estimativa da maxima verosimilhanga para o nimero
médio de veiculos que passam naquele local.

b) Mostre que se trata de um estimador consistente e que € o mais eficiente.

c) Obtenha a estimativa de maxima verosimilhanca para a probabilidade de decor-

rerem pelo menos dois minutos sem passar qualquer veiculo.

Mostre que L, X, € estatistica suficiente para a média da populacio.




Exercicio 2

X2 e nelcelor oftie as Q A £ a8 94 (ivhvoode ct 1 Lona

XN‘PGK-(A) <A>0) ~m =9
~-A . x
)g'x(x”\) = € A (.:t_—.oah,z).-_) E(X)= A
x!
Var (x) = A
Q/movta(mzcﬂi

(z,, 2, ) Zo)= (qu{oo,go, 70, 110, 98, 9%, 90,70




Exercicio 2 a)

w/) A=
m ~ —~A <
LIV = T f(=10)= Te” a7,
<=1 Ux A =1 )
—m ) .'f‘;i:r‘- N
= e _ ,\‘— ()\?0)
T x|
=7 ~°
_m X ,;-%.I*'
ACN) = U LX) = dn [ A )
1T z!

"~

= ——mk + _;2512,& A (1) —24 )?m(@’)

A=

d AN =0 & _m 4+ T -0 €&
d7




Exercicio 2 a)

z N\ m n
ol f()\) = %(—m-*& 4«*—424) :”4{43{4
2 A A A% _
d)i ’,‘:5:—' Ac =z
= - mX = - m <0 fequ m>0 4
= * X z > o.

% onclunas :

®* X 2 o olimade do M. V..

® X =95 +100+ §0+70+110+98.0% +90+70 - 970 =90 £ a
q g
alimabiso. do M. UL




Exercicio 2 h)
L)
Unm esbimad e 3\\ e camilinli /f;gac« A Ae:
A € (X )=

m— & N

,g.'nrv- VQA(‘;\\):D

m—> +&

Naols cope limeos :\\=)_(—

Do €(X) = b €(F) = Aim €lx) =

m—o 44 m-b ¥ m >+

= fowm A = )

m D+




Exercicio 2 h)

e V(X)) = i Vor (X)) = L, <_v%m)__

M~ ~+ o m~p ¥ ’VI-P-f”

A (4) o

mn - 4w

Somclunce . N 2 Dlivwodsn Comyintonh de A.




Exercicio 2 ¢)

G)L(Emgdﬁm&w@omw Aodoodde di 2 maivatss

[l

-

__C
R

Q¥

9>

60 maum — A Ay = 2A = A
a?:m:n——,\.], 60 20




Exercicio 2 ¢)

132»@-@1&903 ctoma oG ausomds 6 Mz&%}ﬂe
Lforaamciod :

XN P@«L()&) mgdarb&&ﬂfmhﬂxm
o 2CA) e Cm dow ) o i ol

de 12 npetuts (ou avdie dois
rorituden  eanntontinges)

gl{(\/l}«)=/\ed\y (y>o0 )

;?,m)“'-‘i/e-\mz




Exercicio 2 ¢)




11. Admite-se que o tempo de funcionamento, em milhares de horas, de determinada

componente electrénica, X, tem distribuicdo G(3:1/6), ou seja, a sua fungdo densi-
dade é dada por

2 —xl@

f(x|€)=x27 (x>0), 8>0.

Com base numa amostra casual de dimensdo r, definiram-se os seguintes estimado-
res para o parimetro :

a) Estude o enviesamento e a consisténcia destes estimadores.

b) Qual dos estimadores tem menor erro quadréatico médio?

¢) Observada uma amostra casual de 10 componentes, registou-se um tempo médio
de funcionamento, por componente, de 1600 horas. Calcule o estimador e a esti-

mativa da mixima verosimilhanca para 8.




Exercicio 11 a)

X = TM&OL@ #Mn&kpmm%ja (am oowilbhares de fonan )
da  Comfeorarle  2hchsriuea

X o 6(3, L) €(X)=3 = 30
e 1/6
Van (X)=_2__ = 3¢"
(1/6)*
a2 -—x/p
;g (x16) = x ¢ (o >0) ©>o0.
x 263

-r?:é_ T:Z: m)?'—l-f

3 m




Exercicio 11 a)

—_—

0) € (1) =¢(L) -
11 2 Cytiads.




Exercicio 11 a)
()= (i) mema -

3Im 3 m

= mée(X) +1 = 3me _+1 = 6 +/
3m 2m




Exercicio 11 b)
b)

cam(T,) = T)+6w(‘rJ=l/aA(T)—__
Pm{w'l",,xf’-&diad&
EQM(T,) -VaA(T;)Jrew(u) E

a
.o +(_’L) >eam (1) = o
3m 3am 2m

Gonelurao - T, fzen rrines EQM



Exercicio 11 ¢)

c) m =40 MM X =16 anillonss de Aronas.
"
10 2 -x /s 0 4| -2&%
[(0)=T 2 e 7. 14 (Tf_z. 27 (650)
4 1

0
{=1 262 3‘930

ﬁ(ﬂrﬁﬂi(ﬁ):,@n(am a»o) ij(x )'g{-% - (650
= 104 (2) =30 Jn(8) + .2 ,e“(:r) X8 % (630)

ik(ﬁ):“éﬁ—(— "142,9-’ = 0 (=

de ) e




Exercicio 11 ¢)
A(e) = d_ ( _w )




14. Seja X uma varidvel aleatéria com funcgdo densidade

3\!’; { X2

f(x|€)=wexp —T} (x>0),para >0.

a) Mostre que

é o estimador da maxima verosimilhanca para 6.
b) Sabendo que X*'* tem distribuicio exponencial de média €, estude o enviesa-
mento e a consisténcia do estimador da alinea a).




Exercicio 14 a)

=

#(1193= _3_5%;5_ M{_j_i;} (z20), Jfoa ©20

- - - £
L(e)= T fal0)- T %ga%{_%_f -
m En ~ 3
- 3m(_l|_,’,%) %o{__'t_é:?;‘lf,

2" e

2(e) = Jm /(03] 3
= m Xo%(&) -té. gﬂﬂgﬁ(:ﬁ)—mfm&(&)—m ,P@a(g)_'{ émjzﬁz

1=1




Exercicio 14 a)

L{f(e)} = -m 4 F53% o0&
de €




Exercicio 14 a)




Exercicio 14 h)
L) vsx%,u K (L) €(yY)=®©

Van(7) = 0*
U'mthmmdmdﬂ o 2 cowistirndi A Lo £(8) = 0
g T o (3) =
st
e(é):é( i%_;m ,—._,éCM f/l -

e () =4 = e(y)-
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Exercicio 14 h)
o €(8) = fw (o) =09

m Ao/ M Ay
A - 2z "
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24. Classifique as afirmagoes apresentadas abaixo de verdadeiras ou falsas, justificando

sucintamente.

a) Com base numa amostra casual de dimensio n=3, o estimador
T'=05X,+04X,+0.1X,, sendo centrado ¢ também o estimador mais
eficiente para u .

b) Comparar os Erros Quadraticos Médios de dois estimadores centrados

(referentes a0 mesmo parametro) equivale a comparar as respectivas variancias.

Um estimador consistente € sempre centrado.




Exercicio 24 a)

a) Tre. Moda ganomhb wae Aol orlivmadess
noncus %&M%a%sw mg-'

Fa
Van (T) = 0.8* Van (1) + 0.4" Vo (X,) = 01 Van (k) =
a _* L2 2 A
=08 Ty «04 Ty «04 Ty =
2 A
= Ty (0 2oyt v 0 1?) ¥ oqa T

E(?)=€(X)=/M fondsow & A linaden  contiacls .

= 2 2 2
\/m()()= Tx ~0.237, < Van (T) = 042 Ty
3

/

LB‘K&)?,E



Exercicio 24 h)

b)) Usndack )
EQM(T) = Vo (T) +  fian (T) |
%2 b olimads fon ulisds fewe b (T)= O |
Roso €QM (T )= v (T). |




Exercicio 24 ¢)
C) Falre. Exinm limadeons comirtimly

CiM Ado  gwierades

e
Exanddo’ S

b/ Demowlbiagae me Line (Jdqima 365)

4 L
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mp W m

I

&

Lo VUnn (S7) = S (vaa _aChu-ul) /bq_a,ui)
M~ A4Y M- &7 m P m

=0

a
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ancfunao ! 2 gwowoade o covmin iy -




Estimacao Intervalar

Intervalos de Confianca (ICs)

42



Estimacao Pontual vs Estimagao Intervalar

Existem dois processos de estimacdo paramétrica:

v'Estimacao Pontual: producdo de um valor (estimativa), que se pretende que
seja o melhor, para um determinado parametro da populacao, com base na
informacao amostral;

v'Estimacao Intervalar: construcdo de um intervalo que, com certo grau de
certeza previamente estipulado, se pretende que contenha o verdadeiro valor

do parametro da populagao.

. Afonso & Nunes, 2019 O

9, °




Estimacao Pontual vs Estimacao Intervalar

Falamos até aqui da estimacao pontual e métodos de determinar
estimadores de um parametro desconhecido 6.

Iremos agora tratar a questao da estimacao intervalar.
Os intervalos sao preferiveis quando, em vez de se propOr uma
estimativa isolada, 6, podemos associar-lhe uma medida de erro

Fal

6 + ¢, para significar que provavelmente o verdadeiro valor do

parametro estaraem 8 — € , 0 + €.

T {eo—e_ " — \/ gfllra‘mm:'m:"
v:' B~ g~ — Q
4



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianga (IC)

Definicao
Considere-se uma amostra aleatéria (Xi, Xz, --- Xn) de uma popula-
¢ao com fungéo de distribuigdo F(x|f). Sejam ©7(Xj,: - Xp) e
©3(X1, - -+ Xn) duas estatisticas, tais que

PO <0 <05 =1-—aq, O<a<,

onde o € uma constante, nao dependente do parametro 6.

Diz-se que (OF, ©%) é um intervalo aleatério, que contém ¢ com pro-
babilidade 1 — a.



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianca

Com a utilizagao de um intervalo de confianca para estimarmos um
parametro ficamos a ganhar?

Efectivamente, pensemos por exemplo, no estimador X.
Tem-se P[X = p| = 0, mas ja temos uma probabilidade positiva se
considerarmos

P{pnelX—aX+al} coma>0

ou seja, ha uma probabilidade positiva de o intervalo aleatério conter |
0 parametro desconhecido.


file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianca

Definicao
A qualquer intervalo (07, 605), com 07 < 03, numeros reais, que resulta
da concretizacao do intervalo aleatério chama-se intervalo de confi-

anca a (1 — «)100% para 6.

Observacoes: Chama-se precisao da estimativa a semi-amplitude do

precisao da estimativa.

Amargem de erro ou precisdo da estimativa é metade da largura do intervalo de

confianga.

N,



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

ICs vs Distribuicoes por Amostragem

A determinacao de intervalos de confianca para os parametros
necessita do conhecimento da distribuicao dos estimadores
envolvidos distribuicoes por amostragem, isto €, sao distribuicOes de
funcées da amostra aleatoria (X1, X2, - - - , Xa), Qque vamos usar para
obter Intervalos de Confianca



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

ICs vs Distribuicoes por Amostragem: Exemplos

AMOSTRAGEM. DISTRIBUICOES POR AMOSTRAGEM

:=| X . §2 = Z; (X, _f)z _ Z:=1 X B
n n n

Formulario

=

X2: (n-1)S?=ns?

2
2 n—-1 ,

E(X)=pu : Var(X)="- E(S*)="—0"; E(S?)=0"




IC vs Distribuicoes de Amostragem: Exemplos

Relembrando

@ Se X —~ N(u,o) e o conhecido

AN X—u
YN

Para obter o I.C. para u com|a desconhecido

— N(Oa 1)

Variavel usada Condicoes Distribuicao
X—
52 — .Z?:1n(fi1—y)2 i=1,2,---,n

Definicao da distribuicao t — Student

Se Z~N(0,1) e X~ X?n) sdo v.a. independentes

X/n

~lp o]

X-pu

4 X—_H i
) s IZ s f\/ﬁ (n-1)
I (n=1)

Variancia corrigida

]. n _.2
2 =— Xi—-X
S n-lhzl[ ' ]

modulol aula5.pdf



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianga para o Valor Médio

o1



Intervalo de Confianga para

Intervalo de confiangaa (1 — a) x 100% para  quando |

Variancia corrigida

1 & o
L7 A X - X
82 =, L%

, : O
_ S — S
X —tl_a.l’_)(n_'l) ﬁ < N < X +rl—a/2(n—1) ﬁ modulol_aulab.pdf



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianga para s

Amplitude do IC parap: 2 xz) . (6 / n'/?)

Amplitude do IC para p: 2 X t; ., (S/ n%/?)

:i."_

o _ o3
S1-ap ﬁl X+ Ziap ﬁ

s’ N
¥ —1 — Y471 Amargem de erro é metade da
l-aj2 J}? ' 1-af2 largura do intervalo de confianca.

Os niveis de significancia (o) sdo as probabilidades
complementares dos niveis de significancia e sdo
usados para testar a hipdtese nula (HO) num teste de

hipdteses.

Quanto menor o erro padrdo mais
precisas sdo as estimativas!

o 1%, 5%, 10% = alfa => Niveis de significancia.

0 99%, 95%,

90% =

-~ Niveis de confianca




Curiosidade: Intervalos de
Confianga no R package

Intervalo de Confianga para p: Exemplo

Exemplo de construcdo de um I.C. no @®, para o valor médio de uma
normal com variancia conhecida (exemplo académico!)

Exemplo Dada a amostra referente a 10 alturas, admita-se que os
erros de medigao sao normais de média 0 e desvio padrao 1.5.

> x<-c(175,176, 173, 175, 174, 173, 173, 176, 173, 179)
> int.conf.z<-function(x,sigma, conf.level=0.95)

n <-length(x);xbar<-mean(x)

alpha <- 1 - conf.level

zstar <- qnorm(l-alpha/2)

SE <- sigma/sqrt(n)

xbar + c(-zstar*SE,zstar*SE) ## definimos uma funcgéo
> int.conf.z(x,1.5) # basta fazer isto

Obteve-se o I.C a 95% para p 1173.7703; 175.6297|
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Intervalo de Confianca para pe n=30: X tem
qualquer Distribuigao
Intervalo de confianca a (1 — «) x 100% para p
Se X tem dist. qualquer nao normal

E necessario dispor de uma|amostra de dimensao elevadali.e., n
grande — aplicagao do Teorema Limite Central

X —pu :
~ N(0, 1 nh
o/ N(0,1) se o conhecido
Ou, que é_o caso mais frequente,
X — :
~ N (0, 1 se ¢ desconhecido
sjyn ~ V1) =

Intervalo a (1 — «) x 100% de confianca para u
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IC para p: Formulario

| -
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¢ GRANDES AMOSTRAS — _
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Distribuicao Normal: Teorema do Limite Gentral

: i !'




Distribuicao Normal: Teorema do Limite Central

A medida que o
tamanho da
amostra se
torna suficien-
temente grande
(= 30) ...

a distribuicao
amostral
aproxima-se de
uma normal.

ps://www.researcngate.net/rigure/rigura-46-
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Exercicio Suplementar que néo consta
do livro Murteira et al (2015)

7.1 Medicoes do comprimento de 25 pecas produzidas por uma maquina conduziram a
uma meédia x = 140 mm. Admita que cada peca tem comprimento aleatorio com distri-
buicdo normal de valor esperado u e desvio padrao o = 10 mm, e que o comprimento

de cada peca é independente das restantes. Construa um intervalo de confianca a 95%

para o valor esperado da populacao.




Exercicio 7.1: IC para p
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Exercicio 7.1: IC para p
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Exercicio 7.1: IC para p
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Exercicio 7.1: IC para p
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~“Aao - é-t(&b:j’):

Tabela da Normal

Soleeed ! Pe~co30an © Pen (cxb) T2 € =<

Exercicio 7.1: IC para p
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2 formas de
escrever a
mesma
quantidade:

— * f—
Zy.975= Z" 0,025 =96

P
€ L0005 0010 0050 0100 0200 / f .0250‘\ 0500 1000 2000 3000 4000
Ig 3.290 3.000 2.576 2.326 2.054\ 1.960‘, 1.645 1.282 842 524 253
Zgf2 3.481 3.290 2.807 2.576 2.326 M 1.960 1.645 1.282 1.036 842

z.:P(Z>z)=¢6; z

£

P Z|>z,,)=¢.




Calculo do Quantil da Distribui¢gao Normal
Padrao de Probabilidade o Alternativamente

O nivel de confianga é 1-o. = 0,95 <& o = 0,05,
entao tem-se 1-a/2 = 0,975

Nivel de confianga (1-a=0,95)

Nivel de significancia (a=0,05)
Logo, pretende-se calcular o quantil da distribuigéo A
normal padréo de probabilidade 0,975 Area total é igual a 1
Z1.qp2 = Zog75 = 1,96 (ver tabela)

Tabela da Normal
>

wunin Risie =D




Exercicio 7.1: IC para p
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Exercicio 7.1: IC para p

IC,q, (u)= (136.08;143.92).



ICs: Método da Variavel Fulcral
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ICs: Método da Variavel Fulcral
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ICs: Método da Variavel Fulcral
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ICs: Método da Variavel Fulcral
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ICs: Método da Variavel Fulcral - Resumo...

0 concley -
__'ca—__ - Pesss o iCﬂ!mﬁ\{:Cﬁ-ﬂ e STTvacd
/
S &) X~ Ben ()
I ) p z¢.0G -G P p=T(x=1)

SN

G codxe > 0 clesto\ecciels

@esss L tctdican o v-]'uo«G

?cSSa 2 2 co-lina~ Os .__,c,—.S\"S) Tl e (>3 c—
dlls‘\ml':u(f&b A . ?J{D\«:C 2 L Cb:—.‘F\CL.“-C}q
prete~clicle .

Pesse 2: ~eilen cs &JS\';Svckfc.Cﬂ-lg [CL cV.F <& j

R ;—”\"'*—1: < co‘&:ca.n g 2 i O
PO/\’C-M'T"\O P} o 7~_.z—{ LA ~—OS i fa)
T .-




Exercicio Suplementar que néo consta
do livro Murteira et al (2015)

7.2 Admita que a densidade de construcao, X, num projecto de urbanizacao tem distri-
buicdao normal. Uma amostra aleatéria de 50 lotes desse projecto conduziu a

—_—

e

50 50
Y xi=227.2; ) X =2242.6
i=1 i=1

4, construa um intervalo de confianca a
95% para a densidade média de construcao. Que dimensdo deveria ter a amostra para
que a amplitude desse intervalo fosse reduzida a metade?

Vamos supor que a variancia
populacional é desconhecida.




Supondo que a variancia
populacional é

Exel‘cl'cio 7.2: Ic para " desconhecida, tem-se:

AoTe. :  Scbn a \J'Cx.m'&--r.-'c.'__ch Cor~—5STAe O SN Ce y_.n__
Ce Sclbse € voula~az e PWC?O!}

_—

2
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X tem distribuicao normal
Tabela da t-Student Supondo-se que a variancia populacional € desconhecida, tem-se:

Exercicio 7.2: IC para p

2 2_ 9
005 001 - -
Yesso 0O ?(NW\(/L(G S, =
n ) f
1 325 1,000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.656 318.289
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 2
3 2717 765 1.638 2353 3.182 4.541 5.841 10.214 I - ( - ( /Ll ) ::-
4 271 741 1533 2132 2776 3.747 4.604 7.173 o 6 s.
5 267 727 1.476 2015 2.571 3.365 4.032 5.894 -
6 265 718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
7 263 711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 ? s
8 262 706 1.397 1.860 2306 2.896 3.355 4.501 ‘_\.
9 261 703 1383 1833 2262 2821 3250 4297 _.S_Q!_
10 260 700 1372 1812 2228 2.764 3.169 4.144
11 260 697 1363 1.796 2.201 2718 3.106 4.025
12 259 695 1356 1.782 2179 2.681 3.055 3.930
13 259 694 1350 1.771 2.160 2.650 3.012 3852
14 258 692 1.345 1.761 2.145 2.624 2977 3787
15 258 691 1.341 1.753 2,131 2.602 2.947 3.733
16 258 .690 1337 1.746 2,120 2.583 2.921 3.686
17 257 689 1333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 o q S
18 257 688 1.330 1.734 2.101 2552 2878 3610 -
19 257 688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3579 a-g ‘s‘b 2
20 257 687 1.325 1.725 2.086 2528 2845 3552
21 257 686 1323 1721 2.080 2518 2.831 3.527
2 256 686 1321 1717 2074 2508 2819 3505 [SN-PLY
23 256 685 1319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485
24 256 .685 1318 1711 2.064 2492 2.797 3.467
25 256 684 1.316 1.708 2.060 2.485 2787 3.450
26 256 684 1315 1.706 2.056 2479 29719 3435
27 256 684 1314 1.703 2.052 2473 2.771 3421
28 256 .683 1313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408
29 256 683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.39%
30 256 683 1.310 1.697 2.042 2457 2.750 3.385
2423 2.704 -ﬁﬂ
463 678

laudia Nunes
R - =
t0.075:49 = t%0,025,49 =2,009



Exercicio 7.2: IC para p
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Exercicio 7.2: Amplitude Amostral

Supondo variancia populacional desconhecida, tem-se: 1Cqs0, ()2 (3,132; 5,956)

/

Amplitude do IC para p = 5,956 - 3,132 = 2,824

Amplitudedo ICparap:2 xt; ., (s’/ n'/?

n?

2 Xty na (S7/NH2) =2 % 2,009 X 4,970 / n12<2,824/2 <> n > 200

Pelo menos n=200




30. Com base numa amostra casual com 16 observacoes, retirada de uma populacdo

normal, construiu-se, segundo o processo habitual, o seguinte intervalo de confianca

para o valor esperado: (7.398, 12.602).

a) Sabendo que, com a informacdo da amostra, se obteve s =3.872, qual o grau de
confianga que pode atribuir ao intervalo atrds referido?

b) Com base na mesma amostra, construa um intervalo de confianca a 95% para a
variancia da populacao.

¢) Suponha que a verdadeira varidncia € 36. Se pretender construir um intervalo de
confianca a 95% para a média, de modo que a respectiva amplitude ndo exceda

6.5, qual € a dimensdo minima da amostra a recolher?




Exercicio 30 a)

XNM(/“;U"z) m = 16 ormerho Carual
Ny (M) = (3398, 12.604)
al)r = 3814 A= _m N

-1 2(15)

A= mﬂl'r A =\ Fe x 38122 =1 .
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Exercicio 30 a)
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Exercicio 30 ¢)

d —
¢c) T = 36 X=M ~ N1
T/l
- o+ =t 6
LCqg, (p) = X 2 Booss T - x_1Q6xr_m_
= X 1 11.%6
Vm
AMM&:=:2 176 = 2353 £ 65
\l—_ W ,
(=) N 7 2352 (=) m> .23.5.2) ~ 13 09
c s G

M/'fa-' M =11 2" o



31. Considere uma populacdo com distribui¢io normal de parametros desconhecidos.
Dessa populacao foi retirada uma amostra casual de dimensao 25. Suponha que a

amostra forneceu os seguintes resultados:

® x.=T75¢ Z?:le=32l.

i=1
a) Construa um intervalo de confianga a 95% para a média.
b) Construa um intervalo de confianga a 95% para o desvio padrio.




32. Seja X uma populagdo normal com desvio padrio 1.5. Com base numa amostra
casual de dimensdo 25 seleccionada dessa populacdo, construiu-se, pelo processo

habitual, o seguinte intervalo de confianca para a média:
(x=0.6162,x+0.6162).

a) Qual o grau de confiancga deste intervalo?

b) Qual deve ser a dimensdo da amostra para diminuir para metade a amplitude do |
intervalo, para o mesmo grau de confianca? i




33. Pode considerar-se que o grau de acidez do azeite de determinada marca € uma va-
ridvel aleatoria com distribui¢do normal.

a) Analisada uma amostra de 16 garrafas, obteve-se para o grau de acidez uma mé-
dia de 1.3 graus e uma variancia corrigida de 0.16. Sabendo que essa marca ga-
rante, nos rotulos das embalagens do seu produto, um grau de acidez médio nédo
superior a 1, diga, com base num intervalo de confianca a 95%, se pode acusar a
empresa que comercializa a marca de publicidade enganosa?

b) Supondo que o desvio padrdo da populacdo € igual a 0.4 graus, qual deve ser a

dimensdo da amostra a recolher de forma a garantir, com confianca de 99%, um
desvio mdaximo de +0.3 graus entre a média observada e o seu verdadeiro valor?




Intervalo de GConfianga para a Diferenca
de Valores Medios p,-p,
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Intervalo de Confianga para p,-p,: Variancias
Conhecidas

Portanto, quando as |populagdes sdao Normais com variancias conhecidas} o I. C. para uy — g, com
100(1 — a)% de confianga é dado por:

—72)—21_% —+— (_1 Xz)+21_% —+n_2

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Intervalo de Confianga para p,-p,: Variancias
Desconhecidas e lguais

Portanto, quando as populacoes sao Normais com variancias desconhecidas, mas iguais) o I. C. para gty —
2 com 100(1 — a)% de confianga é dado por:

](71 e RTINS 1_£5*[.

2

Variancias corrigidas

S'2 =ﬁi[xt'—£]z
i=1



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Intervalo de Confianga para p,-p,: Variancias
Desconhecidas e Diferentes

Portanto, quando [as populacdes sao Normais com variancias desconhecidas , 0. C. para uyq

1z com 100(1 — a)% de confianga é dado por*
S172 82 2
‘_ +—
24Ny nz

Variancias corrigidas

— 312 2 _
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https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Intervalo de Confianga para p;-pi, € n=30:
Variancias Conhecidas e Desconhecidas

e Parametro: u, — u,
(populagdes quaisquer independentes com variancias finitas)

V.F Variancias Conhecidas Variancias Desconhecidas

7(X1 Xz)_(ﬂl_ﬂz)a X X

7= ot ~ N, ou Z- — N(O,1)
o. o. Sl’ Sl’
T it ' 1,22
m n m n
1. C.
('fl _fz _Zafzo-*: 'fl _fz +Zfzf20-*) ou (fl _fz _Za.fZS*:fl _fz +Za!2S*):

r2 r2
com ctf= |—+—= s¥= 51 4 52 urteira et al (2015)
m n \'m n O

e z,,, a verificar ®(z,,)=1-a/2.



Variancia corrigida

IC para p;-py: Formulario ~ .

e POPULACOES NORMAIS

Média

Diferenca de médias

2 tn-1)

~ N(0,1) _
0'/\/_ S/\/_
(X, —X,) (x4 - (01) 7= (Xl_Xz)_(ﬂl_ﬂz)ir(V)
2 2
G' L 4 J—z Variancias Conhecidas Se + 52
n m n
o onde V ¢ o maior inteiro contido em r,
X, =X, —(u, —u,)

Variancias Desconhecidas e lguais 1 1
_+_

tes

Relacdo de varidncias

——~Fm—ln—l
SE o ( )

T = z_n ~t(m+n-2) L (2 1 (s2
\/(m—l)szﬂn—l)Siz —( ! ] + { 2 J
m=1 m n-1
m+n-2
o P (=187 (1) Variancias Desconhecidas e Diferen
Varidncia o2 - 2 z
S? o




IC para p,-p,: Formulario

¢ GRANDES AMOSTRAS
Caso geral

X—p X-p
. ~ N(0,1
Média oTin D S

(X - X) — (s — o) (X, = X5) — (1 — o) @
Diferenca de médias —= =2~ N(0,]) — ] ﬂz)"‘N(O’l)

— : o; 0, N e :
Variancias Conhecidas ; + P’y o + iy Variancias Desconhecidas

N




Intervalo de GConfianga para a Diferenca
de Valores Meédios p,-p,: Exercicios
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Exercicio Suplementar que néo consta
do livro Murteira et al (2015)

Havendo indicios de que o esquema de avaliag¢do e as classificagdes finais atribuidas diferem fortemente
entre duas escolas, decidiu-se comprovar estatisticamente esta hipdtese. Os desvios-padrdo sao conhecidos
sendo 2,1 valores na escola A e 1,8 valores na escola B. Assim, retirou-se uma amostra de testes de alunos
em cada uma das escolas que levaram aos seguintes resultados:

Escola n; X;
A 41 12,9
B 31 14,7

Recorrendo a um intervalo de confianga a 90%, diga se ha diferengas entre as classificagdes médias das
escolas A e B. Justifique.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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